Globale klassische Lösungen des Cauchyproblems semilinearer parabolischer Differentialgleichungen  by Pecher, Hartmut
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 20,286303 (1975) 
Globale klassische Lijsungen des Cauchyproblems semilinearer 
parabolischer Differentialgleichungen 
HARTMUT PECHER 
.Mathematisches Institut der Universitiit, D-3400 Giittingen, 
Bunsenstrasse 3-5, Bundesrepublik Deutschland 
Communicated by the Editors 
Received February 2, I975 
Es werden nichtlineare Differentialgleichungen der Form (au/at) + Au = f(u) 
in [w” X [0, CO) betrachtet. Dabei ist A ein positiv definiter elliptischer 
Differentialoperator 2m-ter Ordnung und f eine nichtlineare glatte Funktion, 
die nicht schneller als ] u la wachst, wobei q < 1 -+ [4m/(n - 2m)] ftir n > 2m 
und q < co fiir n < 2m, und deren Ableitungen polynomiales Wachstum 
besitzen. Auperdem besitze f eine nichtpositive Stammfunktion. Unter diesen 
Voraussetzungen wird durch Betrachtung der zugehijrigen Integralgleichung 
in LP(aB”) und unter Benutzung der Sobolevriiume gebrochener Ordnung die 
globale klassische Liisbarkeit des Cauchyproblems fur glatte Anfangswerte 
gezeigt. 
EINLEITUNG UND NOTATIONEN 
Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Behandlung des 
Cauchyproblems fur nichtlineare parabolische Differentialgleichungen 
der Form 
(au/at) + Au = f(u) 
in Rf X R”, wobei A ein positiv definiter elliptischer Differential- 
operator 2m-ter Ordnung ist und f eine geniigend glatte (im 
allgemeinen) nichtlineare Funktion. 
Wir betrachten diese Differentialgleichung als Evolutionsgleichung 
im reellen Banachraum LP(R”) und zeigen zunachst in $2, daf3 unter 
Stetigkeits- und Lipschitzbedingungen an f eine lokale klassische 
Losung des Cauchyproblems existiert (Satz 1). Dazu wird die Tatsache 
benutzt, da13 -A mit dem Definitionsbereich Hzm~p(Rn) eine 
analytische Halbgruppe erzeugt. Aus der Abschatzung der GroBe 
des Existenzintervalls wird klar, daf3 fur die globale Fortsetzbarkeit 
nur eine a-priori-Abschatzung fiir gewisse LP-Normen hoherer 
Potenzen von A nijtig ist (Satz 2). Der erste Schritt hierzu ist eine 
Energieabschatzung in L2(Rn), d.h. von // A1/2~(t)/1,2 , die fur 
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Funktionen f erbracht werden kann, die eine nichtpositive Stamm- 
funktion besitzen. Ein linearer Term in u kann dariiberhinaus in die 
Differentialgleichung ohne EinAuB auf die Regularitatseigenschaft 
eingefiihrt werden (Lemma 6). Unter Ausnutzung der Eigenschaften 
analytischer Halbgruppen (Lemma 2) und unter Benutzung der 
Einbettungssatze fur Sobolevraume gebrochener Ordnung, wie sie 
etwa Peetre in [8] bewiesen hat (Lemma l), gelingt es dann mit Hilfe 
der zugehorigen Integralgleichung, sukzessive L”-Normen hoherer 
Potenzen von A abzuschatzen und schlieI3lich die globale klassische 
Liisbarkeit im Iw” zu sichern, falls f einer Wachstumsbedingung 
If(@)I < 4 24 I + I u 19 mit einem p < 1 + [4m/(n - 2m)] fur 
n > 2m geniigt. Die Ableitungen von f bis zu einer gewissen Ordnung 
sollen polynomiales Wachstum besitzen. Im Falle n < 2m kann p 
beliebig gewahlt werden (Satz 3). Ein wesentliches Hilfsmittel dabei 
ist die Charakterisierung des Definitionsbereichs gebrochener Potenzen 
von A, wie sie etwa von Kielhofer in [5,6] gegeben wurde (Lemma 3). 
Anfangs-Randwertprobleme fur Gleichungen obigen Typs wurden 
bisher unter Benutzung von Ca-RPumen schon ausfiihrlich behandelt, 
insbesondere von Ladyihenskaja-Solonnikov-Ural’ceva Gleichungen 
2. Ordnung in [7] und die lokale Theorie von Sobolevskii in [9]. 
Weiterentwickelt wurde diese Theorie dann von Kielhiifer in [5, 61. 
Von Wahl fiihrte dann in [ll] gebrochene Potenzen elliptischer 
Operatoren in @-R&men ein und bewies mit Hilfe dieser Theorie 
unter gleichzeitiger Verwendung von Lp- und Ca-Raumen in [12] u.a. 
die klassische Losbarkeit des Anfangs-Randwertproblems in 
beschrgnkten Gebieten von Gleichungen, die den oben betrachteten 
Typ umfassen, fallsf einer Monotoniebedingung und der Wachstums- 
bedingung If(u)/ < c / u 1 1+(4mln) + K gentigt. Der Fortschritt der 
vorliegenden Arbeit besteht in einer Vereinfachung der Methode 
durch Vermeidung der Cm-Theorie, einem Verzicht auf die Mono- 
toniebedingung an f und einer Abschwachung der Wachstums- 
bedingung an f, falls das reine Anfangswertproblem betrachtet wird. 
Im folgenden sei [w + = (t E [w: t > 0). Fiir ein Gebiet G verstehen 
wir unter 0(G) den Banachraum der (reellwertigen) Funktionen, die 
auf G k-ma1 stetig differenzierbar sind und deren samtliche 
Ableitungen gleichmiBig beschrankt sind, entsprechend Cm(G). Fiir 
einen Banachraum X ist @([a, b], X) der Banachraum aller bis zur 
Ordnung k stetig differenzierbaren Abbildungen u: [aa, b] + X mit 
der Norm 
58o/zd4-3 
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CfO,(G, C) ist einfach die Menge aller auf G K-ma1 difierenzierbaren 
Funktionen mit Werten in CC Iw, deren samtliche Ableitungen 
stetig sind, Cfo,(G) : = CfO,,( G, R). Cfoc( R+, X) ist die Menge aller 
auf R+ K-ma1 stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in X. 
Z’(X) beziechnet den Banachraum der linearen beschrankten 
Abbildungen von X in sich mit der Norm jj * (lgp(r) . Es sei 
Dj = (l/i)(a/ax,), 1 < j < 1z, undfiir ein LY = (arr ,.,., a,) E (IV u {O})n 
ist Da := n,“c, Daj. Fiir k E N bezeichnet D” eine Distributions- 
ableitung k-ter Ordnung. Fur k E N u {0}, 1 < p < co bezeichnen 
wir mit Hkfp([W”) = H %p den Banachraum der Funktionen, die mit 
ihren Distributionsableitungen bis zur Ordnung k zur p-ten Potenz 
absolut integrabel sind mit iiblicher Modifiktaion fur p = co. 
H”tP = LP = Lp(iP). Das Skalarprodukt des Hilbertraums L2 wird 
mit (m, *) bezeichnet. Sind X, , X, Banachraume, die stetig in X 
eingebettet sind, so kann man die Interpolationsraume (Xi , X,),,, , 
0 < 0 < 1, 1 < q < co definieren (vgl. hierzu [8, S.281 ff.; 2, 
S.165 ff. und S.1941). 
Dann sind die Sobolevraume gebrochener Ordnung fur k > 0, 
1 < p ,< cc gegeben durch 
wobei k < NE N, Diese Definitionen ist unabhingig von N, und es 
ist WQ = Hk*p fiir k E N und 1 < p < co (siehe [S]). Kurz vor 
Fertigstellung dieser Arbeit erhielt ich von Herrn von Wahl Preprints 
zweier Arbeiten fiber semilineare parabolische Differentialgleichungen. 
In [13] wird die Regularitat jeder schwachen Losung des Rand- 
Anfangswertproblems fur U’ + A(t)u +f(u) = 0 gezeigt, falls Ilf(u)li=~ 
beschrankt und n < 4m ist. In [14] wird sogar die Existenz von 
starken nicht klassischen Losungen des Rand-Anfangswertproblems 
fiir obige Gleichung gezeigt, falls f Ableitung einer nichtnegativen 
Funktion ist und nicht starker als / u I* mit q < 2 + [4m/(n - 2m)] 
fur n > 2m wlchst. Das analoge Randwertproblem fiir semilineare 
elliptische Gleichungen fiir monoton wachsende Nichtlinearitaten, 
die fur n > 2m nicht schneller als / u j1+[4ml(n-2m)l wachsen, unter- 
suchte von Wahl in [I 51. 
1. VORBEREITUNGEN 
Es werden zunachst einige Einbettungssatze und Resultate iiber 
die Charakterisierung des Definitionsbereichs gebrochener Potenzen 
elliptischer Differentialoperatoren zusammengestellt. 
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SOBOLEVSCHER EINBETTUNGSSATZ (ES). (1) Seien K,ZE N U(O), 
+ co > p, q > I, k > I, l/q > (l/p) - [(K - Z)/n], dann ist H@(Rn) C 
Hz~~(W) mit einev stetigen Einbettung. 
(2) Seien k, 1 E N u (01, I > (s/p) + k, + co > p > 2, dann ist 
H’~p(lfP) C Ck(Rn) mit einev stetigen Einbettung. 
Beweis. Vgl. [I, Lemma 5, S.36]. 
Eine Verallgemeinerung auf Sobolevraume gebrochener Ordnung 
liefert 
LEMMA 1. (1) Esseienk>O,l <p,q<~,l/q=(l,/p)-(k/n), 
dann ist W~~~(IFP) CLq(LF) mit einer stetigen Einbettung. 
(2) Esseienk>Z>O, +co>p>l,k>(n/p)fLDann 
ist JP~p(lP) C W~“(!R ) n mz einer stetigen Einbettung. t
Beweis. Zu (1) vgl. [8, Theo&me 8.1, S.3011. 
Zu (2) vgl. [8, ThCoreme 8.2, S.3021; sowie [5, Satz 5.3(b), (c)l. 
Im folgenden sei nun 
A :== c a,(x) D 
‘UlS’2m. 
ein Differentialoperator mit folgenden Eigenschaften: 
(I) a,(x) E C”(W). 
(2) AI formal selbstadjungiert. 
(3) &:=ena a,(x) P 2 cr / 4 /2m fur alle x, 5 G W mit cr > 0. 
Als Operator in LP(lP) mit Deflnitionsbereich D(A”,) = N2m~~(~~) 
wird 2 als AD bezeichnet. 
Nach [S, S. 136 ff.] gibt es Konstanten 6, /l, > 0 derart, dab 
ii == (A E c, -(~/2) - 6 & arg h < (~:2) - 6, I x I > 4 
in der Resolventenmenge von -Alp liegt. 
Durch Addition einer geeigneten positiven Konstanten C, zu AP 
kann erreicht werden, da8 
A = (A E @, -(a/2) - S < arg X 5: (n/2) + 6) U {Oj 
in der Resolventenmenge von -A, : = -(A, + C,) liegt und da13 
gilt: 
fi.ir h E R und u E D(A,) = H2mtP. 
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Weiter ist D(APk) = H2mk9g fiir k E N, und es gilt: 
Nach [3, Theorem 2.1, S.1011 erzeugt -A, also eine analytische 
Halbgruwe {exp(--A,)& in B([Wn). Ferner konnen nach [3, 
Sektion 14, Part 2, S.158 ff.] gebrochene Potenzen A3; , y E Iw, gebildet 
werden, nlmlich fiir y > 0 durch die Definition 
1 m 
A;” : = r(y> o exp(--sA,) s s 
‘--l ds und A; := (A,“)-‘. 
LEMMA 2. (1) E sseiOd~dl,O,<B~6<2,0,<6--~1, 
T > 0. Dunn gilt fiir T > s > t > 0: 
II &(exp(-W - exp(--SAD)) 4’ IIptL9) 
< c&l, j7,6) 1 t - s Ia+ Pa 
mit einer von /I, f, 6 und T abhtingigen Konstanten. 
(2) EsseiO</3<?<2.Dannistfiirt>O 
mit einer Konstanten E = c”(F, p). 
Beweis. Vgl. [3, Lemma 14.1, S. 1611 und [3, S. 1601 oder 
[9, Theorem 2, S. 51. 
LEMMA 3. Es sei 0 < y < 1, 1 < p < 00. Dunn gilt: 
W8J’ C D(AY,) C Ws’.9, falls 0 < s’ < 2my < s < co, 
mit stetigen Einbettungen, d.h. es existieren Konstanten d, , d3 > 0 mit 
crl II u II W”.” < II 4% Ilp fiir u E D(AY,) 
und 
II 4’~ IILv G cs II u IIwa.m fiir u E WSp*. 
Beweis. Vgl. [5, Satz 5.3(a), S. 142; [6, Satz 3.11. 
Im Falle p = 2 gilt ein etwas besseres Resultat, namlich: 
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LEMMA 4. Ad2 ist fiir v G N selbstadjungiert auf D(FI;‘~) = Hm(llP), 
und es gilt: 
mit Konstanten q(v), c8(v) > 0. 
Beweis. Vgl. hierzu [4, Sektion 3 Anfang] oder [lo, S. 2651. 
2. LOKALE THEORIE 
Seien K E N, 1 < p < CQ und 0 < y < 1 fest vorgegeben. Man 
betrachte dann eine Abbildung 
M: D(A;) --+ D(A;-‘) 
mit folgenden Eigenschaften: 
I. Stetigkeitseigenschaft. Sei {un} eine Folge aus D(A,k), die 
in der Graphennorm von D(Apk) gegen u E O(Apk) konvergiere. Dann 
gelte &.?(u%) ---f M(u) in der Graphennorm von D(Ai+‘). 
II. Lokale Lipschitzbedingung. Es gibt eine monoton nicht 
fallende Funktion K(e) E C~O,(!R+, R+) mit folgender Eigenschaft: 
II &“WW - W#llLp < WI1 A;” IL” + II A% IIt.> II &(u - 4p 
fiir alle u, e, E D(A,k). 
III. Nullpunktseigenschaft. Es ist M(0) = 0. 
DEFINITION. Sei 9 E D(A,k). Unter einer K-regularen Losung in 
L* der Differentialgleichung 
(d/dt)u + Au = M(u) 
zum Anfangswert e, in [a, b], 0 < a < b < co bzw. auf Rf verstehen 
wir eine Abbildung u(s) E Cl([a, b], L*) bzw. C:,,(R+, LP) mit: 
44 = v bzw. u(O) = y, 
u hat Werte in D(A,k), (d/dt)u in D(Ak-l). 
Es ist 
A$(.) E C”([a, b],LD) bzw. 4w E Gc(~+, L'), 
A;--' (-$u) (.)E C'([Q, b],L') bzw. 
d 
AZ--l dt u (.) E C,o,(R+, L” ), 
( 1 
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und es ist 
(d/dt)u + A,u = M(u) in [a, bl bzw. auf R+. 
SATZ 1. sei q E D(Apk), t, E R +. Dann existiert auf dem Interval1 
[tl , t, + TO] genau eine k-reguliire L&vung in LP der Dz@rentialgleichung 
(d/dt)u + Au = M(u) 
zum Anfangswert y, falls 
T,, := min 1, i E l--Y 
l/U--v) 
2$+JV II A$ II,) I ) ’ 
9J # 0. 
Dabei ist 
G,+1 = m~(ctl+l(l - Y, 1, 1 + 4, q1, 1 - Yh 
wobei c~,+~ und c” die Konstanten aus Lemma 2 sind und sich E aus dem 
Beweis ergibt. 
Beweis. Wir betrachten die Integralgleichung 
A&(t) = Ai exp(-(t - exp(-(t - S) A,) M(u(s)) ds. 
Wir wenden das Verfahren der sukzessiven Approximation an und 
setzen dazu fiir t E [tl , t, + T,,]: 
A&(t) := A’“, exp(-(t - tl) A&, 
A:u~+~(~) := A&(t) + j:lAf, exp(-(t - s) A,) M(u,(s)) ds. 
Es sol1 jetzt zunPchst gezeigt werden, da0 
-$%+1(t) E C’([h , h + To], W 
gilt fiir alle n E ILJ. Dazu bemerken wir, daf3 A,” exp( -(t - tl) A,)~‘E 
C”([t, , t, + T,,], Lp) gilt. Nehmen wir weiter an, es sei A&(*) E 
C”([h , t, + To], D). D ann ist wegen Voraussetzung I an M such 
As+M(u,(*)) E C”([t, , t, + TO], LP). Weiter ist fiir t, f E [tl , t, + To], 
f > t: 
IIS 
t 
Al”, exp(-(t - s) A,) M(u,(s)) ds 
t1 
- (AZ exp(-(f - 4 A,) Wu&)) ds 1) 
L” 
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< !I/ t A’“, exp(-(t - s) A,) M(u,(s)) ds t1 
- jt: 4 exp(-(f - 4 4) Mb&)) ds ijLy 
+!IJ; 
‘Ai exp(-(f - s) A,) M(u,(s)) ds ]I 
‘AL” 
< I( jt: A,(exp(-(t -s) A,) - exp(-(t-s) A,)) AZ--‘A:-“M(u,(s)) dsil 
L9 
A, exp(-(t - s) A,) A;-lA;-yM(u,(s)) ds /I . 
L’ 
Nach Lemma 2 gilt nun (mit 7 = 1, /3 = 1 - y, 6 = 1 + E): 
II A,(exp(-0 - s) A,) - exp(-(f - s> 4)) 4-l IIzEp(Lp) 
< Ctlfl ( t - t lE ( t - s pfc), 
wobei E > 0 so gewnhlt sei, daB y + E < 1 sei, und such 
11 A, exp(-(t - s) AQ) A’;-l I/J(LDj < Z ( t - s I-‘. 
Damit wird 
IS 
j tt Ak, exp(-(t - 4 A,) W4sN ds 
1 
- (A; exp(--(t - s) A,) M(u,(s)) ds jiD 
< Ctitl t; 1 t - t IEjl A;-‘M(u~(s))~~~~ j t - s j-(“+‘) ds 
s 
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Nach Induktionsvoraussetzung ist nun ~up~,~<~,+r, I@j+‘M(u,(~))ll~,, 
beschrlnkt, SO da13 mit Z -+ t die rechte Seite der Ungleichung gegen 
Null konvergiert, womit gezeigt ist 
(A k+1w> E co@1 > t1 + TOI, w 
Weiter gilt 
II A%&)ll, G II A;P Ilp 
und, ausgehend von 
erhalten wir aus Voraussetzung II an M: 
II A%n+dGll,~ 
Nach einem gelaufigen Konvergenzbeweis ist dann die Existenz 
einer Abbildung U: [tl , t, + To] --t LP mit u(tr) = IJI und Werten in 
D(A,k) gesichert. AuBerdem ist Apku(.) E C”([t, , t, + To], LP), und u 
geniigt in [tr , t, + TO] der Integralgleichung. Anwendung von Apk 
liefert dann 
u(f) = exp(-(t - h) A&J + ( exp(--(t - 4 A,) W&N ds. 
Differentiation nach t liefert dann 




t: A, exp(-(t - S) A,) M(u(s)) ds 
(d/d+ + A,u = M(u). 
PARABOLISCHE GLEICHUNGEN 295 
Wegen der Stetigkeit von A!--‘M(u) und Apku folgt aus der 
Differentialgleichung (d/dt) u(t) E O(A$-‘-“) und (A:-‘(d/d+)(*) E 
c”utl 9 t, + To], L P 1, somit die Existenz einer k-regularen Losung h 
Lp im Interval1 [ti , t, + To]. 
Urn die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, u und 21 seien 
k-regulare Losungen in LP zum Anfangswert y. Dann wird 
x II A%44 - WIIL1, ds. 
Hieraus folgt I] AE(u(t) - v(t))llLP = 0 in [tl , t, + To] und damit die 
Behauptung. 
Aus Satz 1 folgt nun in bekannter Weise 
SATZ 2. Sei TI > 0 und u tine k-reguliire Ldsung in LP der 
Dzj&?ntiuZgZeichung (du/dt) + Au = M(u) auf [0, TJ zum Anfangs- 
wert q E D(AE). Weiter sei 11 A$(t)llLp d gl(t) s C~O,(R+, R+) in 
[O, T,]. Dann existiert diese Liisung als k-reguliire L6sung in Lp global 
auf R+. 
LEMMA 5. Es seif(*) E C~~~+l(R.), und es gelte 
IfWl G ai f I + I s I97 I f’“‘(s)l < Glu + I A- P) 
fiir 6 E N, Fz < 2km + 1 und fiir alle s E R mit & > 0 und lo , lfi E N. 
Dann erfiillt M: u t-+ f (u) die Voraussetxungen I, II, III fiir 
k > k,(p, n) = [n/2mp] + 1 (sogar mit y = 0). 
Beweis. Es&fur /a/ <2mkunduEC,“: 
II wwll,P \( c lp(U)(Du)d~ ... (D2kmU)dBPI” [Ire . 
+0,....2km 
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Weiter ist fiir u, v E CO”: 
Dabei ist q;(i) ein Zwischenwert von u und v. Wegen k > 42mp 
gilt nach dem ES und Lemma 4: D(A,k) = H2h*P C Co und damit 
wegen der Voraussetzungen an f: 
II &Gw4 - W~>>llL. 
< L?z(ll u II&J + II w II&J 




+ [II D(u - ~)ll,,iy(ll Du Il$&+l) + I/ Dv Il$&d,l,) 
- II D2u llLmpd2 -0. II D2”w Il$‘;;p2J 
Dabei ist g2( .) E I$‘~,( R+, W+), 
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Nach ES gilt nun 
1 1 2km - i n - 2km i pi __- 
pp:l’d, ’ 5 - n = pn ’ 
Fiir pi < 2pkm - n kijnnen wir p,“’ = jji’ = ff’ = CC wahlen und 
haben nur noch zu zeigen, da13 ~~~~~~~~~~~~~ l/pi” = 1 gewihlt werden 
kann. 
Es mu8 nach obiger Vorschrift sein 
zz ; c id, + z2$ c di. 
xx>Zpkm--n &2vkm-n 
Dies ist fiir k > nj2mp aber nicht gr6Der ais 
1. 
Damit folgt schliei3lich 
mit g3(*), g4(*) c CL@+, W+>. 
Hieraus folgt M: D(Ai) -+ D(A,k) sowie die Eigenschaften I 
und II. III ist offensichtlich erfiillt. 
COROLLAR. Unter den Voraussetxungen von Lemma 5 existiert 
genau eine k-reguliire L6sung in Lp der Dz$ferentialgleichung 
dujdt + Au = f(u) xu jedem Anfungswert 9 E D(A,k) auf [tl , t, + T], 
T 3 To , und fiir k >, k,(p, n), wobei T, = T,( p> durch Sate 1 
gegeben ist. 
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Beweis. Folgt aus Satz 1. 
Bemerkung. Sei nun 5 E [2, co) und ein 6 > K,( $, n) gegeben und 
ist k hinreichend grol3, dann ist die K-regulare Losung in Lp auf 
[tl , t, + T] such A-regulare Losung in L” im gleichen Bereich 
(dieses folgt aus dem ES). Fiir$ = 2 und R > K,(2, TZ) + 1 folgt dann 
aus [lo, Hs. 81, daf3 u eine klassische Losung auf [ti , t, + T] ist. 
3. A PRIORI ABSCH~TZUNGEN 
Sei im folgenden K > K,(2, rz) + 1 = [n/4m] + 2, p > n. Dann 
gibt es nach dem Corollar zu Lemma 5 ein T* > 0, so daO auf [0, T*] 
genau eine (K + I)-regulare Losung in LO der Differentialgleichung 
(du/dt) + Au = f(u) zum Anfangswert y E D(Ak+r) existiert. f 
erfiille dabei die Voraussetzungen von Lemma 5, wobei K durch 
K + 1 ersetzt werde. Da H2m(k+1),p = I)(&++‘) C D(A,“) = H2*kp2 
nach dem ES, so ist diese Losung such eine K-regulare Losung in L2 
und eine 1-regulare Losung in Lq fur jedes q E [2, co). Sie ist 
auDerdem klassisch. Urn sie global fortsetzen zu kiinnen, ist nach 
Satz 2 eine a priori AbschPtzung von 11 A~‘~(t)ll,~ auf [0, T*] zu 
erbringen. 
LEMMA 6. Es erfiille f die Voraussetzungen von Lemma 5. Weiter 
gebe es ein d E R, so daJ? gilt: 
F(s) :== S’cf(a) +&)do < 0 furalle SER. 
0 
Dann gilt 11 Ai/2u(t)ljt, < g5(t) E C~&R+, R+) ftir t E [0, T*]. 
Bewek. Skalarmultiplikation der Differentialgleichung mit uf 
liefert 
II ut 11;s + ; $ II A,1’2u ll”,z = (f (4 + & 4 - &, ut) 
G (f(u) + J% %I + Jll f4 ll$ + 8 II % II”,9 
mit einem CE > 0. 
Integration iiber 0 < s < t ergibt 
< -j- 
W” 
Wd dx + “Jot II 4411;s ds. 
Hieraus folgt die Behauptung. 
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Aus Lemma 6 folgt such, da13 es miiglich ist, einen linearen Term 
in u in der Differentialgleichung zu erglnzen, ohne die Regularitits- 
ergebnisse zu vergndern. 
SATZ 3. A erfiille die Voraussetzungen van Sektion 1. Es sei k E N, 
p > n, k > [n/4m] + 2, vorgegeben. Weiter sei f( *) E C~~k,fl’“+l(R), 
und es gelte: If(s)\ < &(I s j + j s 13, \f@)(s)j < c^&(l + I s 1”~) fiir 
TEEN, G <2(k+ l)m+ 1, und fiir alle s E R mit E;, > 0 und 
la E N. Dabei sei 1 \( p < 1 + [4m/(n - 2m)], falls n > 2m und 
beliebig, falls n < 2m. Ferner sei F(s) := Ji (f(u) f da) do < 0 fiir 
alle s E R fiir ein do R. Dunn existiert genau eine (k + I)-reguliire 
Lcisung in Lp der DzJ&crentialgZeichung (du/dt) + Au = f (u) auf R+ 
xum Anfangswert g, E D(Az+l). 
Beweis. Wie schon bemerkt, geniigt es, eine a priori Abschgtzung 
von 11 A~+lu(t)l(,, auf [0, T*] zu erbringen. Sei nun 1 > E > 0 fest 
vorgegeben. Dann gilt 
A:;%(t) = Ai;‘exp(-tA,& + 1” A&‘exp(-(t - s) ADO)f(u(s)) ds. 
0 
Nach Lemma 2(2) gilt nun 
Dabei sei fiir n > 2m, 




T = 1 _ ! = 2n - Pob - l>(n - w 
4 P 2n 
, 
p, = n/2m. Unter obiger Voraussetzung an p ist dann 
+- 
2n - po(n - 2m)-l4m(n - 2m) = o 
2n 
> 
also gilt 1 < 6, g < co, und weiter ist 
1 1 m somit o(&“) = ff”.z(Rn) C ,%fi(O-l)(,~). 
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Damit folgt 
Es ist nun 
1 1 (P - I)@ - 2m) 
p,P=x--- 2n 
Nach Lemma l(1) ist dann W(p--l)(n-2m)/2~*o C LpoB und nach 
Lemma 3 D(A&‘) C W(~-1)(n-2m)/2~po fiir hinreichend kleines E, da 
(p - l)(n - 2m)/2 < 2m. Damit gilt 
Nach Lemma 6 folgt damit 
il A~;‘4411,~o G cl3 (1 + j” I t - s 16%4 II A~~W>II,, ds) 
0 
mit einer Funktion g,(m) E Cy,,,(R+, R+). 
Hieraus folgt in bekannter Weise 
fiir n > 2m, p, = n/2m. 
Im Falle n < 2m wahle man fi hinreichend grol3 und 4 > 1 nahe 
bei 1. Wegen ff%2 CLbfi(~-1) und D(&?) C W2m(l-2E)9fi CL5c folgt 
eine a priori Abschatzung fiir /( A;%(t)]/ Ld, 2 < $ < co, 1 > E > 0. 
Im nachsten Schritt sol1 die LPI-Norm von A;;%(t) fur p, > n/2m, 
n > 2m, abgeschatzt werden. 
Wir erhalten wieder 
II A~;Wll,, G II Ai;;;‘exp(--tA,Jg, IlLpI + cl4 j’ I t - s Iem1 II fOWlI,., ds 
0 
und 
1 1 w - 24 n - 2mpo + 4p,c 4~ =-- = 
PlPl(P - 1) PO n Pan 
=--, 
71 
d.h. l/p”, = (4/n) &(/J - 1). 
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Damit ist nach Lemma 1 Ws(m-sr)~‘o C LPlal(P-l) und weiter nach 
Lemma 3, I)(&;“) C W2(n+2E)~po. Somit wird 
fiir p, > n/2m, n > 2m. Wegen D(Ak;e) C W2m(1--2~)~pl C Wsm--l~~ = 
HZm-I,= nach Lemma l(2), da 2m - I < 2m(l - 2~) - (n/PI) = 
2m - 4rnc - (n/PI) fiir p, > 2n und E < 1/8m, ist 
Durch Anwendung der Kettenregel ergibt sich dann sofort eine 
a priori Abschatzung von /jf(~)jj~~., fiir k < 2m - 1 und damit 
/I A~‘z)-E~(t)jlLp < // Az’2)--E exp(--tA2)rp lJLn 
+ $9 Lt [ t - s p*) ‘I .~‘“‘-“‘2’f(u(s))I[~~ ds. 
Wegen Lemma 3 ist 
Ii A, (1’2)-(r’2)4(I((S))l/L, G 520 llf(u(~Nllrrm*P < Go Ilf(U(~>>IIH2?n-1,D 
und damit 
II A:‘2)-EU(t)Il,, < c21 (1 + s” I t - .f l’-Tglo(s) ds) < ml(t) E G#+7 R+). 
0 
Angenommen, man habe schon 
(*) II A~‘2)-E~(t)ll,, <h(t) E CP,,(R’, R”) 
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fiir ein E E [3,2(K + l)] gezeigt, so folgt 
11 A~z+l”z’-‘U(t)~~, < 11 A~z+1)‘2’--E exp(--tA,)p, jjrr 
+ c2* L’ / t - s I1-G’z) 11 ~1(z-1)‘21--(~‘2)f(u(s))~~~~ ds. 
Dann ist wegen (*) und D(ALli2)-‘) C J,$‘J~--B~GJ C Wlm-l,a = f@-La 
nach Lemmata l(2) und3,daIm-3m>(n/p)+lm-lfiirp>n 
und E hinreichend klein: 
/I ~~~E-1)‘2’--f’2)f(U(S))~~~~ d c23 Ilf(U(s))il,(l-I)mn.. 
d c2s IIfw)>l~zm-1.. 
d j”,(t) E CIO,,(~f, R+) 
und folglich ist 
11 L4p1)‘2’-cu(t)ll,p <X(t) E cpo,(R+, W’). 
So erhnlt man schlief3lich die gewiinschte a priori AbschPtzung fi.ir 
II ~~+14t)ll,~ * 
COROLLAR. Die Liisung von Satx 3 ist in W x R+ stetig differen- 
xierbar. 
Zusatz bei der Korrektur. Es reicht aus, statt von WN,P = HN*g nur von der 
Inklusion WN+c+ C HNJ’ C WN-Cs9 (N E N, 1 < p < 03, e > 0) (siehe [S]) Gebrauch 
zu machen. 
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